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1. INTRODUCAO

Neste trabalho de formatura, iremos estudar mecanismos
posicionadores, particularmente os mecanismos de posicionamento que
levem em conta a flexibilidade do sistema. O titulo escolhido para este
trabalho desenvolvido com a orientagic do Professor Agenor de Toledo

Fleury é Projeto e Modelagem de um Posicionador Flexivel.

Seu objetivo é o desenvolvimento do projeto de wm mecanismo
experimental que faz parte de uma proposta conjunta IPT - Escola
Politécnica da USP, apresentada & AEB - Agéncia Espacial Brasileira, para
o estudo de Controle de Estruturas Flexiveis.

Na primeira parte foi apresentado, no primeiro semestre, o Estudo de
Viabilidade do Projeto, em que foram feitos o estabelecimento da
necessidade, a especificagfo técnica, a sintese de solugdes, a exequibilidade

fisica e a viabilidade financeira.

Nesta parte final do trabalho ¢ apresentado a versdo final do Projeto,
incluindo a primeira parte do projeto ¢ o Projeto Basico, em que teremos
primeiramente um estudo genérico de controle de estruturas flexiveis; sio
determinadas as caracteristicas dinimicas do sistema (uma barra com um
carro percorrendo a mesma), faremos também, depois de escolhidas as
frequéncias de ressonincias a serem estudadas, o projeto simples de um

controle completo sem observador.



2. CARACTERIZACAO DO PROBLEMA

O uso de mecanismos posicionadores é muito difundido. No principio,
eram rigidos e de acionamento manual, como o brago da agulha em toca-
discos antigos. Com o surgimento das primeiras maquinas a vapor,
comegaram a surgir os mecanismos de acionamento mecanico. Agora, com a
grande difusdo dos equipamentos elétricos, temos praticamente todos os

mecanismos posicionadores também com esse acionamento.

Como exemplos de posicionadores podemos ter : guindastes
utilizados em constru¢do, bragos de robds. leitoras de discos rigidos de

micro-computadores, controladores de antena parabalicas, entre outros.

Geralmente esses mecanismns posicionadores sdo muito rigidos. Isso
significa que a deformagiio da estrutura durante o funcionamento é
desprezada. Sendo assim, utilizamos quase sempre, para garantir essa

rigidez, muito mais material «!o que o necessario.

Entdo, a necessidade de uma grande rigidez nos faz gastar mais
material, que por sua vez aumenta o momento de inércia do mecanismo,

necessitando de uma maior energia para movimenta-lo o mecanismo.

Apesar disso, o estabelecimento da necessidade de uma nova solugdo
para um mecanismo de posicionamento se d4 quase sempre por uma
limitagdo no peso da estrutura. Essa limitagdo do peso é muito comum em
projetos aeroespaciais, pois o custo, por exemplo, de se colocar em 6rbita

um satélite com um quilograma a mais na estrutura representa vm grande



aumento do custo de langamento, o que faz com que seja vantajosa a

utilizagfio de formas altemativas de estrutura.

A idéia deste trabalho é fazer um estudo da utilizagdo de estruturas
flexiveis nos posicionadores. Assim, diminuindo a rigidez, diminuiremos a

massa do mecanismo.



3.0 PROJETO

Este é um projeto de um mecanismo experimental para o estudo do
controle de estruturas flexiveis. Como estamos comegando agora a trabathar
com esse tipo de controle, optamos por um modelo simples, que é o controle
de uma barra flexivel. Esse mecanismo permitira também o estudo de um
caso complicado de estrutura; colocando nm carro correndo sobre a bartra,
teremos um campo muito vasto para o estndo. com isso o nosso problema
torna-se ndo linear, pois para cada posi¢do do carro teremos um momento de

inércia, e também uma variagdo das frequéncias de ressonéncias da barra.

Recordando as linhas basicas do projeto, utilizaremos um modelo
semelhante ao de um guindaste de cargas. Nesta estrutura ( Figura 1 ) temos
uma base em forma de um cilindro rigido, € um elemento de viga flexivel
representando o brago do posicionador. Temos também, percorrendo esse

brago, um “carro” considerado como uma massa pontual deslocando-se

sobre a viga.

Na proxima pagina, apresentamos ( Figura 2 ) um esquema da ligag&o
da barra aos sensores, a placa de aquisi¢do de dados e ao microcomputador,
sendo que o micro ira gerar um sinal de controle de acordo com a estratégia

de controle escolhida.
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3.1. SINTESE DE SOLUCOES

Iremos fazer a sintese de solugdes para cada um dos elementos que
compdem 0 nOSSO mecanismo. Assim, iremos analisar as possiveis

configuragdes e escother as melhores solugies para 0 nosso mecanismo.

Os elementos a serem analisados serfo:
e barra flexivel
e carro movel
e forma de acionamentn dn carro

o escolha dos motarec dn carrn o da hace

Barra Flexivel

Para a escolha da barra, devemos levar em consideragfio o peso e a
rigidez, assim, poderemos ter a barra de varios materiais e com um perfil

variado

Poderemos ter a barra de vdrios materiais, como ago laminado,
aluminio, PVC, entre outros. Se escolhermos o ago, teremos, para o peso
desejado um perfil com dimensdes muito pequenas, dificultando a fixagdo
do carro na barra. J4 a escolha do PV nnda ser comprometida pela faita de
perfis adequados no mercado e por sei muito flexivel e por apresentar

comportamento altamente ndo linear do material.



A escolha deve recair entfio, sobre o aluminio que atende a todas as
caracteristicas, possui diversos perfis no mercado, possui uma densidade

nfo muito alta, sendo ideal para se obter o peso desejado.

No que diz respeito 4 escofha do perfil, existem as seguintes formas
de barra no mercado ( Figura 3 ). A restriciio é o fato de que o perfil deve

ser simeétrico.

Por razées de prego e facilidade de ohtengfio, o primeiro perfil, de

se¢do retangular vazada, mostrado na Figura 3 ser4 utilizado.

U L

FIGURA 3

A barra escolhida tera o seguinte perfil, com as medidas indicadas -

25

60




Para essas dimensdes, o momento de inércia mais importante no

dimensionamento é Tx = 5,6835 cm4.



Carro Mével

Para que o carro corra pela barra é preciso que esse movimento seja
guiado. Como niio podemos colocar uma guia convencional na barra, pois a
barra ¢ flexivel, o que travaria o movimento, entdio temos que projetar o

carro de forma que ele utilize a barra como guia.

Na Figura 4, temos alguns exemplos de guias e alguns exemplos de
possibilidades de projeto do carro maovel. wtilizando residuos, elementos

pneumiticos ou utilizando graxa para diminuir o atrito.

Ja na Figura 5 obtemos um carro gne satisfaz a nossa necessidade, ele
utiliza rolos que deslizam nas laterais da barra e na parte superior. Sendo
assim, teremos um atrito muito baixo. O movimento para cima ¢ limitado

diretamente pelo peso do carro, que sera feito de ferro fundido.

Forma de Acionamento do Carro

Dentre as diversas formas de acionamento do carro, podemos ter :
* acionamento por pinhdo-cremalheira ( motor no carro ).

* acionamento por transmissfo ( motor na base ).

Como teremos temos como o principal efeito a ser estudado é a flexdio
da barra, o sistema de cremalheira se torna de dificil utilizagdo. Sendo

assim, escolhemos um sistema com o motor na hase e acionamento por fios.



v GRNAL

%
b
Z
/

7 /////////f

TERNN

"2 ; ""‘,/ //. ’ 7

N

N

\‘\ )
N |
N\ :
R N ;
Lol NSNS

[ e B R ey



X
N
v b3
> = j
}
'
<
'
W
NN, /ﬂ./////////.////
-

<

L

14

-

S

. b
* \_
N

3

o E

8 2

_.rm =)

/m h

iy o)

o &

0 &
( ,., \
Q) o= \ »,
y B O
I €
G . _/ ‘.Wh\..

*MOTOR

Finuna N



O problema agora se resume a projetar o acionamento. A grande
dificuldade esta no fato de que, havendo a flexo na barra, o comprimento
necessario ao acionamento varia, como mostra a Figura 6. Assim, teremos
que pepsar em um modo para evitar essa variagio do comprimento, ou
algum modo de trabalhar com essa variagdo do comprimento sem perder o
controle sobre a estrutura, entdo, poderemos ter basicamente duas solugdes:

o utilizar um elemento elastico que compense essa variagio no

comprimento do cabo de acionamento ( Figura 7) .
e utilizar elementos que limitem a variagdio de comprimento do cabo

de acionamento ( Figura 8 )

Temos, que para a solugdo da Figura 8 uma grande incerteza quanto
ao comportamento do mecanismo durante as frequéncias de ressonéncia.

Utilizaremos entdo a solugdo da Figura 7, que parece bem satisfatéria.

Motores do carro e da base

Os motores aqui utilizados deverdo ser motores CC, com velocidade
varidvel entre zero e o limite desejado. Deverdo ter um torque necessério ao

acionamento do carro ou da base.

Para o motor de acionamento do carro teremos :
massa do carro : 1,5 Kg
velocidade méaxima do carro : 0,5 m/s
aceleragfio maxima do carro : 02 g

raio da engrenagem que aciona o carro : 0,01 m
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Com isso, teremos que utilizar um motor que atinja uma rotagfio de

500 rpm e que possua uma poténcia maior que 1 W, que é muito baixa.

Para o acionamento do cubo da barra, temos :
peso da barra = 1,5 Kgf
peso do carro = 1,5 Kgf
momento de inércia devico 4 barra = 1 Kg*m?2
momento de inércia devido ao carro
na posigio extrema = 3 Kg*m?2

rotagdio do motor = 4 rpm = 0.4 rad/s.

Sendo assim, o motor necessario para o acionamento do cubo da
barra deveré variar a rotagdo de 0 a 4 rpm e dever4 ter uma poténcia de 0.1
HP. Poderemos utilizar, se necessario, uma redugfio, o que resultaria em
uma maior faixa de trabalho para o motor, e consequentemente uma maior

resolugfio na velocidade.

Néo iremos, nessa fase escolher os motores especificados, pois
primeiramente iremos fazer a simulagio no computador, e ainda ndo
sabemos a disponibilidade que iremos ter de motores para a montagem do

mecanismo, bem como se sera possivel a montagem do mesmo.



4. VALOR ECONOMICO E VIABILIDADE FINANCEIRA

O valor econdémico desse projeto vai além do valor de um simples
produto. Poderemos ter esse projeto como base para o desenvolvimento do
controle de outras estruturas flexiveis; o fato de se ter um carro mével na
barra aumenta o grau de complexidade, mas também aumenta a
possibilidade de melhor conclusdo que se pode tirar sobre este tipo de

mecanismo.

Para termos uma idéia clara da viabilidade financeira de se utilizar

estruturas flexiveis, vamos analisar o seguinte exemplo:

Emprego de estruturas flexiveis no posicionamento de painéis em
satélites. Como podemos observar na Figura 9, o satélite possui gigantescos
painéis que tendem a ficar cada vez maiores, para ampliar as faixas de

transmissio.

O painel circular possui 10 metros de didimetro e o painel retangular
possui 12 metros de comprimento. Se fossemos construir esses paineis
rigidos, terfamos um aumento de peso do satélite na ordem de dezenas a

centenas de quilos.

O langamento de um satélite é um evento muito caro. O ultimo
contrato feito pelo Brasil para o langamento de dois satélites, cada satélite

pesando uma tonelada, foi da ordem de 65 milhdes de ddlares.



Considerando o custo de langamento de um satélite de uma tonelada
como sendo 30 milhdes de délares, temos que o custo de langamento de um

quilograma de satélite sai por 30 mil dblares.

Com isso, vemos que & extremamente inviavel a utilizagio de
estruturas rigidas para os painés de satélites e qualquer outra estrutura

aeroespacial.
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Configuragfo de estudos do satélite M-SAT ( Mobile Communications
Satelite ) da SPAR Aerospace Co. ( 1983)



5. CONTROLE DE ESTRUTURAS FLEXIVEIS

O controle de estruturas envolve um grande nimero de dareas do
conhecimento. Em particular, a mecénica analitica para uma eficiente derivagio
das equac¢bes de movimento, dinimica de estruturas para modelagem e andlise,

e a teoria para o projeto de um sistema de controle.

Para um bom controle de estruturas devemos ter um bom entendimento
de todas as areas envolvidas, sendo que algumas vezes temos que fazer
algumas aproximagdes para podemos unir essas areas. Isso pode ser facilmente
exemplificado com o fato de que a estrutura ¢ essencialmente um sistema de
parAmetros distribuidos e a base da teoria de controle foi desenvolvida para
sistemas de parametros concentrados, ¢ em particular, para sistemas de ordem
baixa. Ndo existe metodologia consagrada para sistemas de parimetros

distribuidos, representados por equagdes diferenciais a derivadas parciais.

Uma pratica comum para se trabalhar com estruturas € utilizar modelos
discretos obtidos através de processos de discretizagdo. Modelos mais realistas
tendem a ter um grande numero de graus de liberdade, estando bem acima da

capacidade dos algoritimos de controle.

Temos, entdio que o grande desafio para o projeto de controle de
estruturas flexiveis é obter um modelo de ordem reduzida, para o qual seja
possivel projetar um sistema de controle, ¢ que a0 mesmo tempo consiga

representar, com uma bom desempenho, a estrutura original.



O uso de controle ativo em estruturas ¢ componentes tem melhorado
consideravelmente o desempenho dos mesmos. Nas tltimas décadas, essa idéia
relativamente nova tem cada vez mais atraido a atengfio de profissionais de
diversas areas da engenharia. Esse controle ativo permite que as estruturas

fiquem mais leves do que as que nfo possuem controle.

No controle ativo temos um ganho através da realimentagdio; os
atuadores aplicam forgas na estrutura baseados na resposta da estrutura,
medida através de sensores. Em contraste, o controle passivo modifica o
desempenho de uma estrutura através da mudanga da rigidez, distribuigdo de

massa e dissipagdo de energia, isso geralmente é obtido com o uso de materiais

diferentes.

No tipo de estrutura proposto neste trabalho, a flexibilidade passa a ter
um papel preponderante, ndo podendo ser desconsiderada durante o projeto do
sistema de controle. Frequentemente os modelos dindmicos utilizados para
representar aquelas estruturas so admitidos lineares e invariantes no tempo.
Algumas caracteristicas marcantes naquela situago sdo a ocorréncia de
modelos dindmicos compostos de muitos modos de vibrar e um amortecimento
natural muito pequeno. Nesse caso fica evidente a de se atuar ativamente sobre
as vibragdes da estrutura ( ou pelo menos sobre alguns modos mais

significativos ) .

Pela necessidade de se obter um modelo reduzido para facilitar a sintese
do controlador, dois pontos merecem destague. O primeiro € a economia de

memdria € aumento de velocidade de célculo, o que ¢ particularmente



interessante quando se pensa em computadores embarcados tendo que trabathar
em tempo real. O segundo ponto é que o comportamento dindmico do modelo
se afasta cada vez mais do comportamento da estrutura real, 2 medida que se

consideram os modos de maior frequéncia, segundo Meirovitch, 1990.

Um problema que provavelmente surge em um projeto desse tipo, e que
deve ser amenizado ao maximo, é o chamado "spillover", que corresponde a
interacdo entre o sistema de controle e os modos nfio explicitamente incluidos
naquele modelo, quer devido a contaminagio da saida pelos mesmos, quer pela

excitagdo daqueles modos pelos atuadores.

Outro fato que torna o problema de controle de estruturas flexiveis mais
complicado, porém mais fascinante, é que o projetista tem de certa forma
liberdade de posicionar sensores e atuadores em diversos pontos sobre a
estrutura. Este posicionamento tem, no entanto, a influéncia marcante sobre o

desempenho final do sistema de controle.

Para se obter o modelo dindmico, devemos, primeiramente selecionar os
modos criticos ou dominantes. Apds obter o modelo reduzido, devemos
determinar a posi¢io de sensores e atvadores, fazer o projeto de um
controlador de ordem reduzida, e depois verificar o desempenho do controlador

contra o sistema original.

A seguir ( Figura 10 ), temos as fases de desenvolvimento de um trabalho
de controle de estruturas flexiveis ( 1988, Lourengdo ).



. ESTRUTURA REAL
. SENSORES E ATUADORES

- MODELAGEM

MODELO CONTINUO
(EQ.DIF. PARCIAIS)

ANALTISE MODAL

MODELO DINAMICO DISCRETO
(SIST.EQ.DIF. ORDTNARTAS)

SELEGAO DE MODOS

MODOS DOMINANTES (1)
MODOS NAO DOMTHANTES (1T

SISTEMA ORIGINAL

TRUNCAMENTO
POSICIONAMENTO S/A

MODELO REDUZIDO

.TRUNCADO

(a)

SINTESE DO CONTROLADOR

CONTROLADOR
REDUZIDO (a)

TESTE CONTRA
SISTEMA ORTGINAL

OTIMIZAGCARO . POSICAO S/A
. . ESTRUTURA
MODELO

MODELO REDUZIDO
oTIMo (b)) .

CONTROLADOR
REDUZIDO (b)

ANALISE DE DESEMPENHO

Fases de desenvolvimento deste trabalho.

FIGURA 10



6. DETERMINACAO DAS CARACTERISTICAS DINAMICAS
DO MECANISMO

Estruturas séo descritas por modelos continuos. Isto significa que as
propriedades de interesse para qualquer estudo, como massa, rigidez e
amortecimento, estdo distribuidas em coordenadas espaciais ao longo da
estrutura. Qualquer problema em Dindmica de Estruturas corresponde a
resolver uma ou um conjunto de Equagdes Diferenciais a Derivadas
Parciais, dada a mistura entre tempo e coordenadas espaciais. Isto

corresponde ao chamado Modelo Espacial da Estrutura.

Trabalhando com o caso de uma viga em flexio, teremos :

EHXT‘iI;HHTHT"M;

Teremos o seguinte diagrama de corpo livre :

qlx, O+ a dx

M(x.t)

M(x,t) +%‘-\—§ dx

Y(x.t

q{x.0):

\4

dx




Sendo n a rotagio devido 4 flexdo e y a rotagio devido a0

cisalhamento, temos que a inclinagdo é dada por :

2 n 40

O momento fletor ¢ dado por

M(x,t) = EI(X)%

Temos também que a deformagfio por cisalhamento ¢ dada por :
a(x.0=k'GA(x)y(x,t)
k'= fator de forma da viga transversal

Energia cinética do elemento ( translagio + rotagdo )

T(®) = %,! [%]2 m(x)dx + %J[%]z J(x)dx

]
m(x) = p A(x) = massa por unidade de comprimento.
J(x) = p I(x) = momento de inércia de massa por unidade de

comprimento, considerando a densidade constante.

Trabalho virtual no elemento ( conservativo + nfio conservativo )
sW(O) = - 5V() + [ Pex, a7 (x, tydt
A energia potencial no elemento :

V() = 5 Mo 2150, -+ 2 late 0 (s,

= %J:El(x)[%"—] dx + %folkGA(X)Yz (x,t)dx.

Pelo Principio de Hamilton, temos que :

tl
L(an AW)dt =0



Sendo 3n e 8y serem nulos nas extremidades, chega-se a :

2

én, & 3%y al
E[I(GA(K)(&—U)]'maz +P=0

Z(BIIL ) + KGAR) (2

onde r(x) é o raio de giragfo da segfio transversal ( I=pAr® )

com as condi¢es de contomo teremos :
1

(B9 ) on | =

, €

(
[KGAL-7) 13y | -

Este modelo ¢ chamado de VIGA DE TIMOSCHENKO, que é um
modelo ainda muito complicado para ser aplicado. Veremos entfio algumas
simplificagbes, como admitir os efeitos de cisalhamento e de inércia de
rotagfio nulos.

Teremos aqui :

%(x,t) = n(xd) (Y(xH=0)

I{%Z—]ZJ(X) dx =0

Admitindo as forcas externas nulas, teremos as equagBes que
descrevem o modelo de VIGA EULER-BERNOULLL.

Pk A%y(x,t )} é”y(x 1
i [EI( M)

as condi¢des de contorno associadas foram :

52K |
2l [-o

+tm(x) — 77— =0

t

=0




As condigbes de contorno acima cobrem todo os tipos possiveis de

vinculagfio : engastamento, articulagfo, apoio, extremidade livre, etc.

Apesar desse modelo ser consideravelmente mais simples, o modelo
de Euler-Bemoulli é muito dificil de tratar de maneira direta. Usa-se entdo,
separagio de variaveis, isolando a coordenada espacial x da varidvel tempo

t, admitindo que a solugdo da equagio original possa ser escrita como :

y(x,) = Y(x) * F(t)

d a2yl
[EI(X) dx’ _l i

1 d&°F@yy
m(x)Y(x) dx? e

F(t) dt?

w’ & a constante de separacfio.

Entdo, teremos o seguinte sistemas de equagdes :

a2 d*y -
dx—z{EI(x) T ] -w m(x) Y(x) =0
“;‘: 9+ W =0

O conjunto de equagdes diferenciais ordinarias acima tem solugdes
para um conjunto enumerdvel de parimetros w; , que sdo as frequencias

naturais de vibragdo da viga.

Para cada valor de wi¥ que satisfaz as 2 equagBes acima,existe uma
correspondente solugdo Y;(x) espacial que satisfaz também as condi¢des de
contorno, indicando a forma da deflexdo. SAo os modos de vibrar da

estrutura, ou, os modos naturais da viga.



A solugdo que procura os modos naturais e as frequéncias
correspondem a Anélise Modal do Sistema. Reparem que isso vem apenas

como decorréncia da Separagdio de Varisveis e se aplica a qualquer sistema.

Usar modelos continuos na andlise dindmica de estruturas é
praticamente impossivel. A tGnica saida é procurar simplificagdes. Essas
simplificagGes vem da discretizac@o espacial do modelo utilizando o método

dos elementos finitos, por exemplo.

Nesse nosso projeto utilizaremos o MEF (Método dos Elementos
Finitos). Primeiramente dividiremos a nossa estrutura em 8 partes, 6
elementos de batra, 1 elemento do cubo, e o carro ( FIGURA 11 ). Sendo
que a barra estd engastada ao cubo da barra, teremos uma analise

considerando uma viga engastada, com uma carga concentrada devido ao

catro.
- carro_
1 2 3 /; 5 6 elementos
CUBO l
1 2 3 4 5 6 7 nbs /
posi¢do
-
r

FIGURA 11



6.1 MOMENTO DE INERCIA (J) DA BARRA

Utilizando a discretizagio adotada, ¢ obtido 0 momento de inércia em
relagdo ao eixo z, considerando a seguinte formula de recorréncia para cada
no da estrutura :

. 2
Ji=m*r
O momento de inércia total da barra € :

7
JT:ZJi

i=1
A seguir é obtido, para cada posigéo do carro, o momento de inércia
total da barra.
Para fazer os célculos fot adotada a massa distribuida da barra e a

massa concentrada do carro como sendo de 1,5 Kg.

CARRO POSICAO 7

NO MASSA(Kg) RAIO(m)  J7(elem)

(Kg*m2)

1 0,128454 0.2 0,005138

2 0,256908 0,4 0,041105

3 0,256908 0.6 0,092486

4 0,256908 0,8 0,164421

5 0,256908 1 0,256908

6 0,256908 12 0,369947

7 1,756908 1.4 3,443539

J7 TOTAL= 4373546 Kg*m"2



CARRO POSICAO 6

NO MASSA(Kg) RAIO(m)  J6(elem)

(Kg*m2)
1 0,128454 0,2 0,005138
2 0,256908 0.4 0,041105
3 0,256908 0,6 0,092486
4 0,256908 0,8 0,164421
5 0,256908 1 0,256908
6 1,756908 1,2 2,529947
7 0,256908 1,4 0,503539

J6 TOTAL= 3,593546 Kg*m~2
CARRO POSICAO 5

NO MASSA(Kg) RAIO(m) J5(elem)

(Kg*m2)
1 0,128454 0,2 0,005138
2 0,256908 0,4 0,041105
3 0,256908 0,6 0,092486
4 0,256908 0,8 0,164421
5 1,756908 1 1,756908
6 0,256908 1,2 0,369947
7 0,256908 1,4 0,503539

JS TOTAL= 2933546 Kg*m~"2



CARRO POSICAO 4

NO MASSA(Kg)

~I N B WN) e

0,128454
0,256908
0,256908
1,756908
0,256908
0,256908
0,256908

CARRO POSICAO 3

NO MASSA(Kg)

~ N L R W N

0,128454
0,256908
1,756908
0,256908
0,256908
0,256908
0,256908

RAIO (m)

0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
1,4

J4 TOTAL =

RAIO (m)

0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
1,4

J3 TOTAL =

J4(elem)
(Kg*m2)
0,005138
0,041105
0,092486
1,124421
0,256908
0,369947
0,503539

2,393546

J3{elem)
(Kg*m2)
0,005138
0,041105
0,632486
0,164421
0,256908
0,369947
0,503539

Kg*m~2

1,973546 Kg*m~3



CARRO POSICAO 2
NO MASSA(Kg) RAIO(m)  J2(elem)

(Kg*m?2)
1 0,128454 0,2 0,005138
2 1,756908 0.4 0,281105
3 0,256908 0,6 0,092486
4 0,256908 0.8 0,164421
5 0,256908 1 0,256908
6 0,256908 1,2 0,369947
7 0,256908 1,4 0,503539

J2 TOTAL= 1,673546 Kg*m*2

CARRO POSICAO 1

NO MASSA(Kg) RAIO(m)  Ji(elem)

(Kg*m2)
] 1,628454 0,2 0,065138
2 0,256908 0,4 0,041105
3 0,256908 0,6 0,092486
4 0,256908 0,8 0,164421
5 0,256908 1 0,256908
6 0,256908 1,2 0,369947
7 0,256908 1,4 0,503539

J1 TOTAYL, = 1,493546 Kg*m"2



RESULTADOS OBTIDOS :

RAIO (m)
0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
1.4

=1 & B W N e

J(i)
1,493546
1,673546
1,973546
2,393546
2,933546
3,593546
4,373546

MOMENTO DE INERCIA EM FUNCAO DA POSICAO DO CARRO

Momento de inériid -

Pos. do Carro - §



6.2. MONTAGEM DAS MATRIZES DE RIGIDEZ E DE MASSA

h

FIGURA 12

De acordo com a bibliografia 5 e 6, temos que, para um eclemento de
barra, como indicado na Figura 12 | com 4 graus de liberdade, as

caracteristicas podem ser dadas .

12 6 -12 6
[K]=EI/h** | 6 4 -6 2
-12 -6 12 6
6 2 -6 4
- -
156 22 54 -13
[m]=mh/420*% | 22 4 13 -3
54 13 156 22
-13 -3 -22 -4

O processo de montagem das matrizes que representam a estrutura
como um todo € muito simples, primeiramente devemos ter uma

compatibilidade geométrica, isto é, um n6 deve ter associado todos os



elementos que possuem este nd. Assim, teremos a seguinte montagem dos

elementos :
matriz do elemento 1
B /
_matriz do elemento 2
/

matriz de

todaa _

barra

Onde temos as intersecgdes das matrizes dos elementos, devemos

somar os valores correspondentes a cada posigdo.

Como consideramos que o carro que percorre a barra é pontual, temos
que o mesmo ndo influencia na matriz de rigidez do sistema. Mas o carro
deve ser considerado para a montagem da matriz de massa. Para isso, basta

somar a massa do carro na posigiio correspondente.

Apoés a montagem da matriz de rigidez, devemos inserir as condiges
de contorno. Com isso, temos as duas linhas e colunas nulas pelo engaste na

primeira extremidade ( n6 1).




6.3. METODOLOGIA DOS CALCULOS

Para fazer os calculos foi utitizado o software MATLAB, que permite
com isso trabalhar com as matrizes com uma certa facilidade.
O nosso sisterna responde a seguinte equagio :
MIx+[Klx = 0
x=y

o

Tirando os autovalores da matriz - M K, obteremos as frequéncias

‘.

naturais de vibragdo do sistema.
No MATLARB utilizamos a seguinte nomenclatura :
mbarra = matriz de massa da barra
mi = matriz de massa com carro na posi¢io i
kbarra2 = matriz de rigidez da barra
miin = matriz inversa da matriz mi
w2oi = matriz M K
gi = matriz dos autovalores da matriz M K
wi_j = frequéncia natural mimero j com o carro na posi¢do i
A sequéncia de comandos para a obtengdo das frequéncias dos modos
de vibrar ( i variando de 1 a 7 ) foram os seguintes :
miin = inv ( mi )
w2o0i = miin * kbarra2
[ fi,gi ] = eig ( w2oi )
wi_j = (gi(j,j) ".5) /(2 * 3,14159265)



6.4. MATRIZ DE RIGIDEZ

kbarra2 =
1.0e+005 *

Columns 1 through 7

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
47741 0 -2.3871 1.1935 0
0 1.5914 -1.1935 0.3978 0

-23871 -11935 47741 0 -2.3871
110935 03978 0 1.5914 -1.1935

QO DO DD D OO OD
o= il i e i Y e e S e T v i - B e I oo I e B o B

0 0 -2.3871 -1.1935 47741
0 0 1.1935 0.3978 0

0 0 0 0 -2.3871

0 0 0 0 1.1935
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Columns 8 through 14

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
1.1935 0 0 0 0 0 0
0.3978 0 0 0 0 0 0
0 -23871 11935 O 0 0 0
1.5914 -1.1935 03978 ¢ 0 0 0
-1.1935 4.7741 0 -23871 11935 0 0

0.3978 0 1.5914 -1.1935 03978 ¢ 0
0 -23871 -1.1935 4.7741 ¢ -2.3871 1.1935
0 1.1935 0.3978 0 1.5914 -1.1935 03978
0 0 0 -2.3871 -1.1935 23871 -1.1935
0 0 0 1.1935 0.3978 -1.1935 0.7957



6.5 MATRIZES DE MASSA E FREQUENCIAS NATURAIS

Nesta parte do trabalho, iremos apresentar para cada posi¢do do
catro, considerando somente o carro nos nés, a matriz de massa
comrespondente e também todas as frequéncias naturais obtidas a partir da

metodologia descrita no capitulo 6.3.

E interessante observar que, dentre as frequéncias obtidas, temos as
frequéncias naturais de flexfio, as frequéncias naturais de torgfio e também
frequéncias que s3o uma combinagdo de flexdo e tor¢do e que ndo
interessam neste trabalho. Na verdade consideraremos somente as
frequéncias de flexdo que sdo as de menor frequéncia e que serfio possiveis

de serem excitadas.



CARRO NA POSICAO 1

Matriz de Massa
ml=

Columns 1 through 7

1.5191
0.0027
0.0066
-0.0016

SO0 OO OO

Columns 8 through 14

Lo R B e

0
-0.0016
-0.0004

0

0.0010
0.0016
-0.0004

0

0
0
0

0.0027
0.0005
0.0016
-0.0004

DO O OO D

[ I e B cee B e i ]

<

0.0066
0.0016
0.0382
0
0.0066
-0.0016
0
0

Frequéncias de Ressonéincia - Hz

wl 1= 0

wl 3= 5.9202e+003
wl 5= 3.4472e+003
wl_7= 1.8576e+003

wl_ 9= 8598572

wl_11= 338.5249

wl_13= 60.6762

0.0066 -0.0016 0
0.0016  -0.0004 0
0.0382 0 0.0066
0 0.0010  0.0016
0.0066 0.0016 0.0382
-0.0016 -0.0004 0
0 0 0 D066
0 0 -0.0016
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
-0.0016 0 0
-0.0004 0 0
0 0.0066 -0.0016
0.0010  0.0016 -0.0004
0.0016 00382 0O
-0.0004 0 0.0010
0 0.0066  0.0016
0  -0.0016 -0.0004
wl 2= 0

wl_4= 4.4351e+003
wl 6= 2.5542¢+003
wl 8= 1.3344e+003
wl 10= 5702228
wl 12= 170 7H)
wl 14= 95280

0

0
-0.0016
-0.0004

0
0.0010
0.0016
-0.0004

0

COOOoO D

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0.0066
0.0016
0.0191

-0.0027

0
0
0
0
0.0066
0.0016
0.0382
0
0.0066

-0.0016
0

0
0
0

oo R B e R B e T B e B e Bl o Bl

-0.0016
-0.0004
-0.0027

0.0005



CARRO NA POSICAO 2

Matriz de Massa
m2 =

Columns 1 through 7

0.0191
0.0027
0.0066
-0.0016

DO OO OO

Columns 8 through 14

=R e e

-0.0016

-0.0004
0

0.0010

0.0016

-0.0004
0

0
0
0

Frequéncias de Ressonfincia - Hz

w2_1=0

0.0027
0.0005
0.0016
-0.0004

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

(e B oo B o B e i o S e

0.0066
00016
0.0382
0
0.0066
-0.0016
0
0

0.0066 -0.0016 0
0.0016 -0.0004 0
1.5382 0 0.0066
0 0.0010 0.0016
0.0066 0.0016 0.0382
-0.0016 -0.0004 0
0 0 0.0066
0 0 -0.0016
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
-0.0016 0 0
-0.0004 0 0
0 0.0066 -0.0016
0.0010 0.0016 -0.0004
00016 0.0382 0
-0 0004 0 0.0010
0 nonse 00016
0 -0.0016 -0.0004
w2 2=0

w2_3 =5.9289¢+003
w2_5 =3.5011e+003
w2_7 =1.8061e+003
w2_9=763.2805
w2_11=232.2735
w2_13 =37.4633

w2_4 =4.4693¢+003
w2_6 =2.5569¢+003
w2 8 =1.2572e+003
w2 10 =457.0834
w2_12 =88.6726
w2 14 -0 3344

0 0
0 0
-0.0016 0
-0.0004 0
0 0.0066
0.0010 0.0016
0.0016 0.0382
-0.0004 0
0 0.0066
0 -0.0016
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0.0066 -0.0016
0.0016 -0.0004
0.0191 -0.0027

-0.0027 0.0005



CARRO NA POSICAO 3

Matriz de Massa
m3=

Columns 1 through 7

0.0191
0.0027
0.0066
-0.0016

C OO OCS

Columns 8 through 14

OO QOO

-0.0016

-0.0004
0

0.0010

0.0016

-0.0004
0

0
0
0

0.0027
0.0005
0.0016
-0.0004

D OO ODOSS

o Rl e B o B e Y o B

0.0066
0.0016
0.0382

0.0066
-0.0016
it

0

Frequéncias de Ressonéincia - Hz

w3 1= 0

w3_3 = 5.9254e+003
w3 5=33592¢+003
w3 7 =1.8637e+003

w3 9= 7329136
w3 11 = 329.6801

w3_13 =24 9203

0.0066 -0.0016
0.0016 -0.0004

0.0382 0
0 0.0010
0.0066 0.0016
-0.0016 -0.0004

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

-0.0016 0

-0.0004 0
0 0.0066
0.0010  0.0016
0.0016  0.0382

-0.0004 0
0 0.0066
0 -0.0016

w3 2=0

0
0
0.0066
0.0016
1.5382
0
0.0066
-0.0016

DO OO

oo oo @

-0.0016
-0.0004

0.0010
0.0016
-0.0004

w3 4= 4.4804e+003
w3_6=2.3767e+003
w3_8 =1.2953e+003
w3 10= 509.7671
w3 12= 1197543
w? 14 =7 5002

0
0

-0.0016
-0.0004

0

0

0

0

0
0.0066

0.0010 0.0016
0.0016 0.0382

-0.0004

0

0
0
0
0
0

OO QTP OO0

0.0066

0.0016

0.0191
-0.0027

0
0.0066
-0.0016
0

0
0
0

coocoCCOOOCO

-0.0016
-0.0004
-0.0027
0.0005



CARRO NA POSICAO 4

Matriz de Massa
m4 =

Columns 1 through 7

0.0191 00027 00066 -0.0016 0 0 0
0.0027 0.0005 0.0016 -0.0004 0 0 0
0.0066 0.0016 0.0382 0 0.0066 -0.0016 0

-0.0016 -0.0004 0 0.0010 0.0016 -0.0004 0

0 0 0.0066 0.0016 0.0382 0 0.0066

0 0 -0.0016 -0.0004 0 0.0010 0.0016

0 0 0 0 0.0066 00016 1.5382

0 0 0 0 -0.0016 -0.0004 0

0 0 0 0 0 0 0.0066

0 0 0 0 0 0 -0.0016

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

Columns 8 through 14

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
-0.0016 0 0 0 0 0 0
-0.0004 0 0 0 0 0 0

0 0.0066 -0.0016 0 0 0 0
0.0010 0.0016 -0.0004 0 0 0 0
0.0016 0.0382 ¢ 0.0066 -0.0016 0 0
-0.0004 0 0.0010 00016 -0.0004 0 0

0 0.0066 0.0016 0.0382 0 0.0066 -0.0016

¢ -0.0016 -06.0004 0 0.001¢ 00016 -0.0004
0 0 0 0.0066 0.0016 00191 -0.0027
0 0 0 -0.0016 -0.0004 -0.0027 0.0005

Frequéncias de Ressonfincia - Hz

wd 1= 0 wd 2= 0
w4 _3 = 5.9130e+003 w4 _4 = 4.4630e+003
w4_5 = 3.3667e+003 w4 6= 2.5278¢+003
w4 7= 17027¢+003 w4 8= 13307e+003
w4 9= 719.6497 w4_10= 571.2008
w4 _11=251.9509 wa_12= 1707711

w4_13 =30.6035 wd_14= 51435



CARRO NA POSICAO 5

Matriz de Massa
ms=

Columns 1 through 7

0.0191 0.0027
0.0027 0.0005
0.0066 0.0016
-0.0016 -0.0004
0 ¢
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
Columns 8 through 14
0 0
0 0
0 0
0 0
-0.0016 0
-0.0004 0
0 0.0066
0.0010 0.0016
0.0016 1.5382
-0.0004 0
0 0.0066
0 -0.0016
0 0
0 0

Freguéncias de Ressonincia - Hz

0
5.8679¢+003
3.4967¢+003
w5_7= 1.7033e+003
w5 9= 760.4153
w5_11= 334.4707
w5 _13= 486177

w5 1
w5 _3
w5 5

(|

0.0066 -0.0016 0
0.0016  -0.0004 0
0.0382 0 0.0066
0 00010 00016
0.0066 0.0016 0.0382
-0.0016 -0.0004 0
0 0 0.0066
0 0 -0.0016
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
-0.0Mme6 0 0
-0.0004 0 0
0 0.0066 -0.0016
0.0010  0.0016 -0.0004
0.0016 00382 0
-0 0004 0 0.0010
0 00066 0.0016
0 -0.0016 -0.0004
w5 2= 0
w5 4= 4.4122¢+003
w3 6 =2.4586e+003

w5 _8 = 1.3417¢+003
w5 10 = 483.1067
wS 12 = 128 5568
wt 11= 16100

0
0
-0.0016
-0.0004
0
0.0010
0.0016
-0.0004
Y

0
0
0
0
0

oO0OPCPToCcooo O

0.0066

0.0016

0.0191
-0.0027

0

0

0

0
0.0066
0.0016
0.0382

0
0.0066

-0.0016
0

0
0
0

CCompO DO 0O

-0.0016
-0.0004

-0.0027
0.0005



CARRO NA POSICAO 6

Matriz de Massa
mé =

Columns 1 through 7

0.0191
0.0027
0.0066
-0.0016

COOCQCOOODO

Columns 8 through 14

SO O

0
-0.0016
-0.0004

0

0.0010
0.0016
-0.0004

0

0
0
0

0.0027
0.0005
0.0016
-0.0004

OO OoOOS

Qo QoQ oo

0 0066
0.0016
0.0382

0.0066
-0.0016
0
0

Frequéncias de Ressonincia - Hz

0

wb 1
wbH 3
w6 5

5.7045¢+003
=3.2872e+003

w6_7 =1.8695¢+003

w6_9= 802.4356
w6_11= 274.9394
w6_13= 585676

0.0066
0.0016
0.0382
0
0.0066
-0.0016

COoOQoo oo

o Rt B B v B o M o

-0.0016
-0.0004
0
0.0010
0.0016
-0.0004
0
0

-0.0016 0 0 0
-0.0004 0 0 0
0 0.0066 -0.0016 0
0.0010 0.0016 -0.0004 0
0.0016 0.0382 0 0.0066
-0.0004 0 0.0010 0.0016
0 0.0066 0.0016 0.0382
0 -0.0016 -0.0004 0
0 0 0 0.0066
0 0 0 -0.0016
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
00066 -0.0016 0 0
0.0016 -0.0004 0 0
1.5382 0 0.0066 -0.0016
0 00010 0.0016 -0.0004
0.0066 0.0016 0.0191 -0.0027

-0.0016 -0.0004 -0.0027 0.0005

wo 2= 0
w6_4 =4.3911e+003
wb6_6 =2.4379e+003

w6 8= 1.3178¢+003

w6_10= 4818971
w6_12= 163.7174
w6 14= 26845



CARRO NA POSICAQ 7

Matriz de Massa

m7=

Columns 1 through 7

0.0191 0.0027
0.0027 0.0005
0.0066 0.0016
-0.0016 -0.0004
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
Columns 8 through 14
0 0
0 0
0 0
0 0
-0.0016 0
-0.0004 0
0 0.0066
0.0010 0.0016
0.0016 0.0382
-0.0004 0
0 0.0066
0 -0.0016
0 0
0 0

Frequéncias de Ressonancia - Hz

w7 1= 0

w7_3 = 4.8850e+003
w7_5= 3.2648¢+003
w7_7=1.7256e+003
w7 9= 798.1231
w7_11= 292.0983
w7_13= 429216

W7_4= 4.2254¢+003
w7_6= 2.4001e+003
w7_8 = 1.2217e+003
w7 10= 509.6707
w7_12= 138.6670
w7_14= 20802

0.0066 -0.0016 0 0 0
0.0016  -0.0004 0 0 0
0.0382 0 0.0066 -0.0016 0
0 00010 0.0016 -0.0004 0
00066 00016  0.0382 0 0.0066
-0.0016  -0.0004 0 0.0010 0.0016
0 0 0.0066 0.0016 0.0382
0 0 -0.0016 -0.0004 0
0 0 0 0 0.0066
0 0 0 0  -0.0016
0 0 0 0 0
¢ 0 0 0 0
¢ 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
-0.0016 0 0 0 0
-0.0004 0 0 0 0
0 D0066  -00016 0 0
0.0010 00016 -0.0004 0 0
0.0016 0.0382 0 0.0066 -0.0016
-0.0004 0 0.0010 0.0016 -0.0004
0 00066 00016 15191 -0.0027
0 -0.0016 -0.0004 -0.0027  0.0005
w7 2= 0



6.6 GRAFICOS DA VARIACAO DAS FREQUENCIAS DE
RESSONANCIAS DE ACORDO COM A POSICAO DO CARRO

12° Frequéncia

8100
5500 -
5700 :
5500
5300
6100
4900
4700
4500

11° Frequéncia

wl 3= 59292 Hgz
w2 3= 5928,9 Hz
w3 3= 59254 Hz
w4 3= 5913,0 Hz
w5 _3 = 5867,9 Hz
w6 3= 5704,5 Hz
w7 3= 48850 Hz

wl 4= 44351 Hz
w2_4= 44693 Hz
w3 4= 44804 Hz
w4 4= 44680 Hz
w5 4= 44122 Hz
w6_4= 4391,1 Hz
w7 4= 42254 Hz

8 Freq. Naturais
Hz x Pos. Carro

WFreq. Naturais
Hz x Pos. Carro




10° Frequéncia

3560
3600
34850
3400
3350
3300 §
3250
3200

9° Frequéncia

2600
2560 umm
2500
2450 §
2400
2360 P

1 2

wl 5= 3.4472Hz
w2_5= 3.501,1 Hz
w3_5= 33592 Hz
w4 5= 3.366,7 Hz
w5_5= 3.496,7 Hz
w6 5= 3.287,2 Hz
w7 5= 3.264,8Hz

wl_6= 2.5542Hz
w2 6= 2.556,9 Hz
w3_6= 2.376,7Hz
w4 6= 25278Hz
w5 _6= 2.458,6 Hz
w6_6= 24379 Hz
w7_6= 2.400,1 Hz

Hfreq. Naturais
Hz x Pos. Carro

K Freq. Naturals
Hz x Pos. Carro




8" Frequéncia

1900
1850 2o

1800 f 0
1750
1700

1660
1

7° Frequéncia

1400
1350
1300

1260

wl_7= 1.8576Hz
‘w2_7= 1.806,1 Hz
w3_7= 1.863,7Hz
w4_7= 1.702,7 Hz
w5_7= 1.703,3 Hz
w6 _7= 18695 Hz
w7_7= 1.725,6 Hz

wl 8= 13344 Hz
w2 8= 12572 Hz
w3 8= 1.295,3 Hz
w4 8= 1.330,7 Hz
w5_8= 1.341,7 Hz
w6 8= 1.317.8 Hz
w7 8= 1.221,7Hz

EFreq. Naturais
Hz x Pos. Carro

EFreq. Naturais
Hz x Pos. Carro




6" Frequéncia

750

5° Frequéncia

600
650 §
500

450

wl_9= 859.8572 Hz
w2_9= 763.2805 Hz
w3_9= 732.9136 Hz
w4 9= 719.6497 Hz
w5_9= 760.4153 Hz
w6_9= 802.4356 Hz
w7 9= 798.1231 Hz

wl_10= 570.2228 Hz
w2_10= 457.0834 Hz
w3_10= 509.7671 Hz
w4_10= 571.2008 Hz
w5_10 = 483.1067 Hz
w6_10= 481.8971 Hz
w7_10= 509,6707 Hz

RIFreq. Naturais
Hz x Pas. Carro

BFreq. Naturais
Hz x Pos. Carro




4" Frequéncia

380
30
250 §=

200 ¥

3° Frequéncia

200
150 £\

100 £

wl_11= 338.5249 Hz
‘w2_11=2322735Hz
w3_11= 329.6891 Hz
wa4_11= 251.9509 Hz
w5_11 = 334.4707 Hz
w6_11= 274.9394 Hz
w7_11= 292.0983 Hz

wl_12= 170.7300 Hz
w2_12= 88.6726 Hz
w3_12 = 119.7543 Hz
wé_12= 170.7711 Hz
w5_12= 128.5568 Hz
w6_12= 163.7174 Hz
w7_12= 138.6670 Hz

BFreq. Naturais
Hz x Pos. Carro

B Freq. Naturais
Hz x Pos. Carro




2° Frequéncia

1° Frequéncia

wl_13=
w2_13=
w3 13=
wid_13=
w5_13=
w6 13 =
w7_13=

wl _14=
w2_14=
w3_14=
w4 _14 =
wS 14=
wo_14 =
wl_14=

60.6762 Hz
37.4633 Hz
24,9293 Hz
30.6035 Hz
48.6177 Hz
58.5676 Hz
42.9216 Hz

9.5280 Hz
9.3344 Hz
7.5002 Hz
5.1435 Hz
3.6199 Hz
2.6845 Hz
2.0802 Hz

B Freq. Naturais
Hz x Pos. Carro

HFreq. Naturals
Hz x Pos. Carro




7. OBTENCAO DO MODELO REDUZIDO

7.1 HIPOTESES UTILIZADAS

Barra engastada no cubo

Calculos considerando apenas deformacio elastica transversal
Movimento num plano horizontal

Movimentos de corpo rigido e flexivel superpostos

Massa do carro puntiforme

7.2 MODELAMENTO
4
z /m _—
cubo
g Lo Xc L

¢ Massado cubo=mup,=0,5Kg = p(x)=2,5Kg/m,
considerando uma distribuig&o de massa uniforme.

Massa da barra flexive! distribuida

® Py (x) = densidade linear de massa ( barra )= 1,25Kg/m
® m; = massa do carro = 1,5 Kg

0 <x <Ly - Cubo - corpo rigido

Lo <x <L - Barra - flexivel



O (t) - dngulo de rotagdo en torno do eixo z, considerando como
corpo rigido
9 ( t) - velocidade angular

u { x,t ) - deformagfo transversal devido a flexdo

&, d
a’t*t a

o W= - derivadas parciais de u( x,t )

Energia cinética para um elemento de massa :

dT=(12)dm vV’ =(1/2)dm[x 0 +u ]

Na estrutura inteira, temos :
Tato = | "pex) %* 62 dx
1 ‘P-" 2 3
Tbm=~2— L P () [x0+u ] dx=

1 L
Tcanuz'z_lnc [Xc9+!]t(C)]2
Tiota1 = Teubo + Toarra + Tearo

Ttota]=21JE.)2+Jl pb(x)xéutdx + _[L Py (x) u dx +

1

2
1 ]

oM [x0+udc) P

Obs. : Estamos desprezando, no caso as influéncias dos sensores,

como os acelerémetros, por os mesmos possnirem uma massa despresivel

em relagdo ao resto da estrutura.

J € o momento de inércia do conjunto ( cubo + barra + carro )



Energia Potencial Elastica ( Bibliografia 2 ) :
E] (x) = Rigidez da barra

A*u
6(2

Derivadas parciais de u(x,t) : u, = g— ;U=

=51_[: ET(x) ue’ dx

Lagrangeano (L)
O Lagrangeano ¢ definido por :
L=T-V,;

=—;—J92+J;: oo () xBucdx + = [ py (x)ul dx +

1
2

+om [x0+u©@F - 1 BTG ua’dx

Equagdes de movimento de Lagrange

onde : q;= coordenada generalizada independente

Q; = forgas ndo conservativas

Utilizando Lagrange, teremos :

(Jc+Jp)§+fﬂp(x)xuudx + meX U = T

;—Z [EI() uq]+ p(x) [uy+x6]=0

as condigBes de contorno sdo as seguintes :
Extremidade Engastada (x =Lg )
deformagdo nula > u (Lo, t)=0;
inclinagdo nula > u, (Lo, t)=0;
Extremidade Livre (x =L )

momento fletor nulo > 1. (T, t)=0



Esforgo cortante nulo , se a massa no estiver na extremidade

sendo, teremos :

m,

um(L,t)=[m(L)][L'é+un(L,t)]

Dessa forma, teremos 0 modelo continuo do sistema caracterizado.

Para podermos controlar esse sistema, devemos ter um sistermna na
forma: y=Ax+Bu

Devemos fazer entdo uma separacdo de varidveis

Admitindo-se a separagfo de varidveis para u ( Meirovitch , 1986 ;

Singh et all. , 1989 ) , pode-se reescrever como :
U(xt)=2 d()n()=6(x)n(t)

onde : ¢; (x) = Fungdes admissiveis, que satisfazem as condigdes
geométricas e sdo ortogonaisemx e [ Ly, L ];
Ni( t ) = coordenadas generalizadas ;
$X)=[d:(X) 2(x) ... ¢ () 1;
n(O=[m(t)m(t) ... m(t)];

Equagdes Dindmicas
Substituindo u(x,t) nas equagdes do modelo continuo, isto é, as

equagtes da Enmergia Cinética e Potencial e utilizando a formulagio de

Lagrange, obtem-se :

I8 + [m]n=1
[m]™6 + [MIn+[K]n=0



Temos essas equagdes representando o sistema barra + cubo + carro
para as seguintes matrizes :

[ml=] p( x $(0) dx + mcx; §(x) ; (matriz (nx1))

[(M1=1 px) $76%) §x) dx +me§T(x) §( ) ; (matriz (nxn ))

[K1={ EI0¢" ") ¢'(x) dx 5 (nxn)

J = momento de inércia total do sistema

1. = torque fornecido a carga

Teremos, entdo a seguinte equagio equivalente :

] [m] || © (0)|| o T

[m]” [M] | m [KI|| n (037

Embora se tenha obtido as equagdes dinimicas, falta a definigéo de ¢,
ou seja, das fungdes admissiveis e o valor de N. Neste trabalho utilizou-se
como fungdes admissiveis aquelas correspondentes a solugdio analitica para
uma viga engastada ( Meirovitch, 1986 ) , sem levar em consideragio o
carro mével. As fungbes admissiveis representam os modos admitidos do

sistema, no caso os trés primeiros modos ( N=3 ).

¢i ( x )= A; [ sin (Bx) - sinh (Bix)] + B; [ cos (Bix) - cosh (Bix) ]

Para determinar B; , utilizamos a seguinte relagdo :
cos(B;L) cosh(B;L) + 1 =0,onde L=14m
Obtemos os seguintes valores :

BL=1875 - P;=134



B.L= 4,693 — B, =335
BsL=7854 - PB3=561

As constantes A; e B; sfo definidas a partir da normalizagfo :
I© 600 bilx) dx =1
Considerando Yo=Lo Bi, Y=L B;,e Y = Bi x, teremos :
[ AZ( - (1/4)sen 2Y + (1/4)senh2y - 2 cosY cosh Y )+ B (Y + (senh
Y)/4 +(sen Y)/ 4 -2 senY senhY ) + AB; ( -2c0s2Y - 2senh’Y /2 +
2cosY cosh Y 15, =1

Teremos, entdo como resultado as seguintes equagdes :
&y (x)=2,1[sin (1,34x) - sinh (1,34x)] + 2 [ cos (1,34x) - cosh (1,34x) ]
by (x) = 13,2 [ sin (3,35%) - sinh (3,35x)] + 1 [ cos (3,35x) ~ cosh (3,35x)]
b3 (x )= 1] sin (5,61x) - sinh (5,61x)] + 1,2 | cos (5,61x) - cosh (5,61x) ]

Assim, teremos que :
[m}=1]0082 00195 0,035 ]

0340 0,147 0,147
[M]= | 0,147 0341 0,147

| 0,047 0147 0,147 |

J = 1,4935Kg . m?

0 0 0 0
[Ks]=| 0 342 .19 1,5

0 -19 13436  -82

0 05 -82 105244



1,4935
0,0820
0,0195
0,0350

0,082
0,340
0,147
0,147

{Ms] =

Temos, entdo :

afs] 2] [

inversa da matriz [Ms]

[ 0.6790 0.1771 0.0426
-0.1771  4.0247 -1.2077
0.0426 -1.2077 3.9669
| -0.0117 -1.1997 -1.1973

min =

inversa de [Ms] vezes a matriz [K]
[w2] =1.0e+005 * 0 {-0.0006 0.0057
0 0.0138

0 -0.0041

0,0195
0,147
0,341
0,147

-0.1622
0 -0.0042 0.5331
-0.1612

0,035
0,147
0,147
0,340

-0.0117
-1.1997
-1.1973

3.9788

-0.0124

-1.2626

-1.2604
41875

autovalores de [w2] =1.0e+005* | 0

0
0

0

0 0.0101

0 0
0 0

0 0.4809 0

0

0 42434
|



As frequéncias para o sistema serfio as seguintes
wl =0Hz ( que corresponde ao corpo rigido )
w2 =5.0671 Hz
w3 =34.9017 Hz
w4 =103.6755 Hz



8. SISTEMA DE CONTROLE

"Na teoria convencional de controle, apenas os sinais de entrada,
saida e de erro s3o considerados importantes; a analise e projeto de sistemas
de controle sdo feitos usando-se fun¢des de transferéncia, juntamente com
uma variedade de técnicas grificas tais como o método do lugar das raizes e
graficos de Nyquist. A caracteristica essencial da teoria de controle
convencional é que ela é baseada na relagio de entrada-saida do sistema, ou

a fungiio de transferéncia.

A principal desvantagem da teoria de controle convencional é que, de
modo geral, ela é aplicivel apenas para sistemas lineares invariantes no
tempo tendo uma tUnica entrada e uma tinica saida. Ela é impotente para
sistemas variantes no tempo, sistemas ndo lineares ( exceto os mais
simples), e sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas. A teoria de

controle convencional ndo ¢ aplicada para sistemas nfo lineares." (referéncia

1).

Para sistemas complexos, com vm grande niimero de entradas e de
saidas, temos a utilizagfo de Sistemas de Controle por Espago de Estados.
O projeto na teoria de controle moderno pode ser feito para uma classe de
entradas, ao invés de uma fungdo de entrada especifica, tal como a fungfo

impulsiva, fun¢io degrau, ou fungdo senoidal.

Temos, para a resolugfo o seguinte sistema :

e |9] + rxaa] =[]



9. CONSIDERACOES FINAIS

Tomando como base os dados obtidos na referéncia 2, temos que as

trés primeiras frequéncias de ressonincia de uma barra engastada sdo as

seguintes :
Y(x)
X
- — ——
L
re -
Yi(x)
_ , [El
: W ],875 Y
dy,(x)
EI
0 wy = 4,694 —
Yi(x)
w; = 17,8552 |21
X mL

Y

Os dados do projeto sdo os seguintes ;

E =70 GPa
I=5,6835*10%m™
m=125Kg/m

L=12m



Assim sendo, obtemos os seguintes valores :

El

L4

= 39,178

m

w; = 137,73 rad/s = 21,92 Hz
w, = 863,23 rad/s = 137,38 Hz
w; = 241732 rad/s = 384,72 Hz

Fsses valores devem ser comparados com os valores obtidos com o
carro na posi¢io 1, que é equivalente ao de uma barra engastada livre, assim
temos as seguintes frequéncias :

9 5 Hz ; 60,67 Hz ; 170 Hz ; 338,52 Hz ; e outras.

Notamos, de acordo com a referéncia 2 - pagina 220, que as
frequéncias naturais de um sistema discreto sdo menores que oS
correspondentes a0 modelo continuo. Isso pode ser explicado pela
distribui¢do de massa no modelo, embora a somatéria das massas ¢ a mesma
nos dois modelos, temos que a massa foi transferida para mais o centro da

viga, com isso temos uma redugfo das frequéncias dos modos de vibrar.

Observando os resultados, percebemos um fato interessante que esta
de acordo com a bibliografia : Os modos de menor frequéncia obtidos s&o os

modos de flexdo, e sdo também os que temos interesse nesse trabalho.

Podemos também comparar esses valores com os valores obtidos no
modelamento utilizando as fungdes admissiveis que representam os modos

admitidos do sistema.



Os valores obtidos foram os seguintes :
wl =5.0671 Hz
w2 =34.9017 Hz
w3 =103.6755 Hz

Temos os seguintes valores para as frequéncias de ressonancia:

Modelamento via |Dados Modelamento
matrizes de massa |bibliograficos utilizando as fungdes
e de rigidez admissiveis

Primeiro modo |9.5280 Hz 21,92 Hz 5.0671 Hz

Segundo modo |60.6762 Hz 177,38 Hz 34.9017 Hz

Terceiro modo |170.7300 Hz 384,72 Hz 103.6755 Hz

Com esses valores podemos concluir que a nossa modelagem nfo esta

satisfatoria, temos que os valores obtidos no modelamento via matrizes de

massa e de rigidez estd muito abaixo do que o dado bibliografico ¢ o

modelamento utilizando as fungdes admissiveis estdo menores ainda.

Para obtermos melhores valores, devemos dividir a nossa estrutura em

mais elementos e no caso das fungdes admissiveis, utilizar outras fungdes

que melhor representam os primeiros modos.

No projeto do sistema de controle ndo conseguimos finalizar e obter

um sistema que fosse satisfatorio para se fazer pequenas simulagdes.




Neste trabalho foi encontrado alguma dificuldade no que diz respeito
a encontrar uma bibliografia adequada, foi utilizado principalmente trabalhos
feitos por pesquisadores brasileiros € apresentados nos diversos congressos
da 4rea. Uma grande fonte de informagdo foi os livros do Leonard

Meirovitch, que possui uma vasta publica¢do em vibragio e em controle.

Apesar de tudo isso, o trabatho foi muito valido no sentido de que foi
iniciado um trabalho em uma area relativamente nova e que possui um vasto

campo de pesquisa.

Espero que os trabalhos nesta area de Controle de Estruturas Flexiveis

possa contribuir efetivamento em 4reas além do campo aeroespacial,

Agradego a todos que de alguma forma contribuiram na execugéo
desse trabalho, principalmente o Prof. Agenor de T. Fleury pela sua

orientagéo.
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